
13

The Probabilistic Method

Contents

13.1 Random Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 329

Independent Events . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331
Random Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331

13.2 Expectation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333

Linearity of Expectation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333
The Crossing Lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334
Asymptotic Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335
Markov’s Inequality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336

13.3 Variance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342

Chebyshev’s Inequality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342
Stability Numbers of Random Graphs . . . . . . . . . . . . . . . 343

13.4 Evolution of Random Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347

Threshold Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347
Balanced Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347
The Giant Component . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349

13.5 The Local Lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350

Two-Colourable Hypergraphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353
Even Cycles in Directed Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353
Linear Arboricity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354

13.6 Related Reading. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355

Probabilistic Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355
Sharp Threshold Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 356
Concentration Inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 356

13.1 Random Graphs

As mentioned in Section 12.3, the lower bound on Ramsey numbers given in The-
orem 12.8 was obtained by means of a proof technique known as the probabilistic
method. Roughly speaking, this technique is based on an understanding of how


